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• MA(1): Xt = µ+ εt + θεt−1 dove εt ∼ WN(0, σ2)

– E(Xt) = µ

– γ(0)=E(Xt − µ)2 = (1 + θ2)σ2

– γ(1)=E[(Xt − µ)(Xt−1 − µ)] = θσ2, e γ(k) = 0 ∀k > 1

– ρ(1) = θ
1+θ2

, e ρ(k) = 0 per k¿1

– Quindi MA(1) è sempre stazionario e se εt è gaussiano MA(1) è ergodico

rispetto a tutto i momenti.

– MA(1) è invertibile se |θ| < 1 infatti:

Xt − µ = (1 + θL)εt, se |θ| < 1 ⇒ (1 + θL)−1(Xt − µ) = εt

• MA(2): Xt = µ+ εt + θ1εt−1 + θ2εt−2 dove εt ∼ WN(0, σ2)

– E(Xt) = µ

– γ(0)=E(Xt − µ)2 = (1 + θ2
1 + θ2

2)σ2

– γ(1)=E[(Xt − µ)(Xt−1 − µ)] = (θ1θ2 + θ1)σ
2, γ(2) = θ2 e γ(k) = 0 ∀k > 2

– ρ(1) = θ1θ2+θ1
1+θ21+θ22

, ρ(2) = θ2
1+θ21+θ22

ρ(k) = 0 per k¿2

– MA(2) è sempre stazionario e, se εt è gaussiano, MA(2) è ergodico rispetto a

tutto i momenti.

– MA(2) è invertibile se |θ2| < 1 , θ1 + θ2 < 1 e θ2 − θ1 < 1

• MA(q):

Xt = µ+ εt + θ1εt−1 + θ2εt−2 + ....+ θqεt−q, εt ∼ WN(0, σ2)

– E(Xt) = µ

– γ(0)=E(Xt − µ)2 = (1 + θ2
1 + ...+ θ2

q)σ
2

– γ(k) = E[(Xt − µ)(Xt−k − µ)] = (θk + θk+1θ1 + ...+ θqθq−k)σ
2 per k=1,2,...q

– γ(k) = 0 ∀k > q

– MA(q) è sempre stazionario e se εt è gaussiano MA(q) è ergodico rispetto a

tutto i momenti.
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• AR(1):

Xt = c+ φXt−1 + εt, εt ∼ WN(0, σ2) ⇒ (1− φL)Xt = c+ εt

– se |φ| < 1 ⇒ Xt = (1− φL)−1(c+ εt) = c
1−φ + εt + φεt−1 + φ2εt−2 + .....

– E(Xt) = µ = c
1−φ

– γ(0)=E(Xt − µ)2 = E( c
1−φ + εt + φεt−1 + φ2εt−2 + .....)2 = σ2

(1−φ2)

– γ(k)=E[(Xt − µ)(Xt−k − µ)] = σ2 φk

(1−φ2)
, k=1,2,...

– ρ(k) = φk il cui andamento dipende dal valore di φ

– moltiplicatore o funzione di impluso-risposta

∂Xt

∂εt−k
= φk

da cui: AR(1) è stazionario se |φ| < 1

– Quindi AR(1) è invertibile per definizione, è stazionario ed ergodico per la

media se |φ| < 1

• AR(2):

Xt = c+ φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + εt, εt ∼ WN(0, σ2) ⇒ (1− φ1L− φ2L
2)Xt = (c+ εt)

– (1− φ1L− φ2L
2) = (1− λ1)(1− λ2) per poter scrivere

Xt = (1− λ1)
−1(1− λ2)

−1(c+ εt)

– λ1 e λ2 si trovano risolvendo l’equazione (1− φ1z − φ2z
2) = 0

– si dimostra inoltre che
∂Xt

∂εt−k
=
λk+1

1 + λk+1
2

λ1 − λ2

il cui comportamento dipende dai valori di φ1 e φ2 che si trovano nell’espressione

di λ1 e λ2.

– E(Xt) = µ = c
1−φ1−φ2

– γ(0)=E(Xt − µ)2 = σ2(1−φ2)
(1+φ2)[(1−φ2)2−φ2

1]

– AR(2) è stazionario se tutte le radici di 1 − φ1z − φ2z
2 = 0 sono esterne al

cerchio unitario : φ1 + φ2 < 1, φ2 − φ1 < 1, |φ2| < 1
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• AR(p):

Xt = c+ φ1Xt−1 + φ2Xt−2.....+ φpXt−p + εt, εt ∼ WN(0, σ2)

– il processo è stazionario se tutte le radici di 1 − φ1z − φ2z
2 − .... − φpzp = 0

sono esterne al cerchio unitario

– E(Xt) = µ = c
1−φ1−φ2−....φp

– γ(0) = φ1γ(1) + φ2γ(2) + ....+ φpγ(p) + σ2

– γ(k) = φ1γ(k − 1) + φ2γ(k − 2) + ....+ φpγ(k − p), k=1,2,...

– ACF dalle equazioni di Yule-Walker

ρ(k) = φ1ρ(k − 1) + φ2ρ(k − 2) + ....+ φpρ(k − p), k=1,2,...

• ARMA(1,1):

(1− φ1L)Xt = c+ (1 + θ1L)εt, εt ∼ WN(0, σ2)

– la stazionarietà dipende dalle radici della parte AR, l’invertibilità da quelle

della parte MA

– E(Xt) = µ = c
1−φ1

– γ(0) = σ2 (1+2φ1θ1+θ21)

1−φ2
1

– ACF e PACF si comportano come un misto di quelle di AR e MA

– ρ(1) = (1+φ1θ1)(φ1+θ1)
(1+2φ1θ1+θ21)

– ρ(2) = φ1ρ(1), ρ(k) = φ1ρ(k − 1)

• ARMA(p,q):

(1− φ1L− φ2L
2.....+ φpL

p)Xt = (1 + θ1L+ θ2L
2.....+ θqL

q)εt, εt ∼ WN(0, σ2)

– la stazionarietà dipende dalle radici della parte AR, l’invertibilità da quelle

della parte MA

– E(Xt) = µ = c
1−φ1−φ2−....φp

– ACF e PACF si comportano come un misto di quelle di AR e MA

• l’algebra dei processi arma è non banale; casi semplici: MA(q)+MA(s)=MA(max(q,s))

AR(p1) + AR(p1) = ARMA(p1 + p2,max{p1, p2})
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