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o MA(1): X; = pu+ ¢+ 0e_y dove ¢, ~ WN(0,0?)

- E(X;) =p

— p(1) = %2, e p(k) = 0 per k;1

— Quindi MA(1) é sempre stazionario e se ¢ ¢ gaussiano MA(1) & ergodico
rispetto a tutto i momenti.

— MA(1) ¢ invertibile se |#| < 1 infatti:
Xt — U= (1 + HL)Et, se ’9’ <1l= (1 + eL)_l(Xt - /,L) = €t

o MA(2): Xy =+ ¢+ 0161 + Oaes_o dove ¢, ~ WN(0,0?%)
- E(Xy) =p
— Y(0)=E(X; — p)* = (1 + 67 +03)0°

— Y(=E[(X; — p)(Xi1 — p)] = (0102 + 01)0”, 7(2) =02 ¢ y(k) =0 Vk > 2

= p(1) = 2F G, p(2) = 1 p(k) =0 per k;2

— MA(2) & sempre stazionario e, se ¢; & gaussiano, MA(2) e ergodico rispetto a
tutto 1 momenti.

— MA(2) ¢ invertibile se [fo] < 1,0, +0: <1efy—0; <1

e MA(q):
Xi=p+e 40161+ 069+ ... +0,6_q, ¢ ~WN(0,0?)

- E(Xy) =p

— (0)=E(X; — p)*> = (1 + 67 + ... +62)0”

— (k) = B[(X: — p)(Xi—r — )] = (O + Op101 + ... + 0,0,_1)0? per k=1,2,...q
—v(k)=0 Vk>gq

— MA(q) ¢ sempre stazionario e se ¢ ¢ gaussiano MA(q) ¢ ergodico rispetto a
tutto 1 momenti.



e AR(1):
Xt = C—|—¢Xt_1 +€t, € WN(O,U2) = (1 — QbL)Xt =c+e&

— Se |¢‘ <1l= Xt = (1 — ¢L)_1(C+ Et) = ﬁ + € + ¢€t71 -+ ¢26t72 + ...

_ E(Xt) =pu= 1f¢

— ’}/(O>:E<Xt — /,l,)2 = E(ﬁ + €t + QbEt,l + ¢2€t72 =+ ..... )2 = g
— Y)=E[(X; — i1)(X; & — )] = 0> 7%, k=1.2,...

— p(k) = ¢* il cui andamento dipende dal valore di ¢

— moltiplicatore o funzione di impluso-risposta

X,
Oer—i, ¢

da cui: AR(1) ¢ stazionario se |¢| < 1

— Quindi AR(1) e invertibile per definizione, & stazionario ed ergodico per la
media se |¢] < 1

° AR(Q):
Xi=c+ g1 X1+ ¢2Xy0 + €, € ~ WN(O, 02) = (1 —¢ L — ¢2L2)Xt =(c+e)

— (1= ¢1L — ¢oL?) = (1 — A\1)(1 — \y) per poter scrivere
Xe=(1=M)"1 (1= X)) Hete)

— A1 e Ay si trovano risolvendo 'equazione (1 — ¢z — ¢92?%) = 0
— si dimostra inoltre che

0X, B )\lchrl + )\126+1

€y, B Al — Ao

il cui comportamento dipende dai valori di ¢ e ¢ che si trovano nell’espressione

di )\1 [§ )\2.

- E(X) =p=155

B B N2 o*(1—¢2)
N0)=E(X: = 1) = iz =]

— AR(2) ¢ stazionario se tutte le radici di 1 — ¢z — ¢2? = 0 sono esterne al
cerchio unitario : ¢1 + ¢o < 1, g — P < 1, |ppo| < 1



e AR(p):
Xt =c+ ¢1Xt—l + ¢2Xt—2 ..... + ¢pXt—p + €, €¢ WN(O, 02)

— il processo & stazionario se tutte le radici di 1 — ¢12 — 922 — ... — 2P = 0
sono esterne al cerchio unitario

— E<Xt) = M et —17¢17q§27....¢p

— 7(0) = ¢1y(1) + $27(2) + ... + ¢py(p) + 2
— (k) = d1y(k = 1) + doy(k = 2) + ... + §py(k — p), k=1.2,...

ACF dalle equazioni di Yule-Walker
p(k) = ¢1p(k — 1) + ¢op(k — 2) + ... + ¢pp(k — p), k=1,2,...

e ARMA(L,1):
(1 - ¢1L)Xt =c+ (1 + HlL)et, € ~ WN(O,U2)

— la stazionarieta dipende dalle radici della parte AR, l'invertibilita da quelle
della parte MA

— E(Xt) == 1_C¢1

1420101 +62
— 7(0) = 2! 1¢_1¢1% 1)

ACF e PACF si comportano come un misto di quelle di AR e MA

_ (A+¢161)($1+61)
- p(l) o (1+12¢1191-i1-¢9%)1

= p(2) = ¢1p(1), p(k) = d1p(k — 1)
e ARMA(p,q):
(1= 1L — ¢pL2....+ ¢pLP) Xy = (1 + O, L + 0, L2..... + 0,L%e;, ¢, ~ WN(0,02)

— la stazionarieta dipende dalle radici della parte AR, l'invertibilita da quelle
della parte MA

N E(Xt) —H= 1—¢1—¢(>:2—~---¢p

— ACF e PACF si comportano come un misto di quelle di AR e MA

e l'algebra dei processi arma ¢ non banale; casi semplici: MA(q)+MA(s)=MA (max(q,s))
AR(p1) + AR(p1) = ARM A(p1 + pa, max{p1,p2})



