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Alcune proprieta della distribuzione normale multivari-
ata

Risultato 1

(a) Se X; e X, sono indipendenti, allora Cov(Xy,Xs3) = 0, dove 0 ¢
(@x1)  (g2x1)
una matrice (g1 X ¢z) di zero.
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(b) Se |——| ~ Ny | |— || — — - allora X; e X5 sono
Xy 122} Yo | Y90
indipendenti se e solo se 315 =0

(c) Se X ~ Ny (p1,211) e Xo ~ Ngy(pe, X9o) sono indipendenti, allora
X
—— | ha una distribuzione normale multivariata:
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Risultato 2 Elissoidi di isodensita. Sia X ~ N,(u,X) con | ¥ |[> 0.
Allora:

a) (X — p)T1(X — ¢ distribuita come una v.c. 2, dove 2 ¢ la
n n Xp Xp
distribuzione chi-quadrato con p gradi di liberta.

(b) La distribuzione X ~ N,(u, X) assegna probabilita 1 — « all’ellissoide
solido {x : (X —p)’E7 (X —p) < x2(a)}, dove x%(a) & il (100a)-esimo
percentile destro della distribuzione x2.

Dimostrazione. Sappiamo che Xi e definita come la distribuzione della
somma Z7 + ...+ Zg, dove Zi,...,Z, sono p v.c. indipendenti e identica-
mente distribuite con distribuzione N(0,1). Consideriamo la scomposizione
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spettrale dell'inversa della matrice di covarianza: 71 = 7 eje dove

7j=1 )\
Ye; = \je; e quindi X7 'e; = (1/);)e;. Di conseguenza possiamo scrivere:
(X —p)SH (X —p) = Y /NX - p)eei(X —p) =

=P (/)X — @) = S [N (X - )] =3k, 22

Possiamo infatti scrivere Z = A(X — w), con

L
2 g,
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Zipxty=| . | Apxp = :
1 /
Zp \/gep

econ (X —p)~ N,y(0,%), e quindi Z = A(X — p) ~ N,(0,AXA’), con

1
7 P 1 1 1
A o) Sipxn) A = : > Neje)| | ——ei|——e| - |——
(pxp) 24 (pxp) X (pxp) : L‘l JeJeg] [\//\_161|\/)\_2€2| | )\pep]

e1|

| e 7]

In virtu del Risulato 1, Zy, Zs, . .., Z, sono v.c. indipendent: con distribuzione
normale standard, e possiamo quindi concludere che (X —p)’ E_l(X —p) ha
una distribuzione x.

Per dimostrare il punto (b) possiamo osservare che P[(X —u)'S (X —pu) <
c?] ¢ la probabilita assegnata all’ellissoide (X —p)' 21 (X —p) dalla densita
N,(p, X). Ma dal punto (a) si ha che P[(X —p) (X —p) < Xa(a)] = 1-a
e pertanto il punto (b) vale.

Osservazione (interpretazione della distanza statistica). Il Risultato

2 fornisce un’interpretazione della distanza statistica al quadrato. Quando
X~N P(l"? E)v

(X —p) 27 (X —p) (1)
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e la distanza statistica al quadrato di X dal vettore delle medie p della popo-
lazione. Se una componente ha una varianza molto piu grande delle altre
dara un contributo piu piccolo alla distanza al quadrato. Inoltre, due com-
ponenti con un valore elevato della covarianza daranno un contribuito inferi-
ore rispetto a due componenti incorrelate. In sostanza, I'utilizzo dell’inversa
della matrice di covarianza (detta anche matrice di precisione) nel calcolo
della distanza:

1. standardizza tutte le variabili;
2. elimina gli effetti della correlazione.

Dalla dimostrazione del Risultato 2 si ha che

(X _I‘L)/Eil(X _I'l’) = 2127 Z227 SRR Z;
Osserviamo infine che il vettore casuale! Z = X7'/%(X —u) ha distribuzione
normale multivariata N,(0,1,) e:

(X—p)S7 (X —p) = (X—p)S72E7(X —p)

= 272=2+7Z;+....7Z;
Quindi la distanza statistica al quadrato (1) & calcolata come se: () il vettore
casuale X fosse trasformato in p v.c. normali standardizzate indipendenti e
(7)) quindi venisse calcolata la distanza al quadrato nel modo usuale, cioe
come somma dei quadrati delle variabili.

IConsiderando 4¥X7Y2, i ricordi che: X7V2m712 = w7l w72
?Zl(l/\/()\j)ejefj, con B2 = (nV/2)-1



